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Kontinuaini i diskreini lokacijski problemi

4

Matematicki modeli teorije

lokacija imaju za cilj da odgovore
Podela matematickih modela na sledeéa pitanja:

prema topografiji:

1) Koliko novih objekata treba
otvoriti?

2) Gde Ce oni biti locirani?

3) Kog kapaciteta Ce biti svaki od
otvorenih obejekata?

4) Kom novom obejktu Ce biti
alociran svaki od korisnika
usluga?



Razlika medu lokacijskim modelima

Jedna od osnovnih razlika izmedu lokacijskih modela je nacin
na koji se predstavljaju promenljive.

« Ako novi objekti mogu biti locirani u ravni (R?) ili prostoru
(R*) govori se o kontinualnim modelima: polje promenljivih
je kontinuum

* Ako je skup mogucih lokacija unapred zadata, ali treba
odrediti neki njegov podskup tako da se optimizira neki od
kriterijuma onda je to diskretni lokacijski model

* Ako je polje mogucih novih lokacija bilo gde na zadatoj
mrezi, i ako ima elemente kontinualnih i diskretnih modela
u pitanju je mrezni lokacijiski model




Lokacija jednog objekta (Veberov problem)

* Treba izabrati tacke u ravni/prostoru kojim se dostize
min/max nekog Kriterijuma, gde je polje mogucih
resenja beskonacno

* Veberov model: Dato je m tacaka u ravni a,, a,, ..., @, i
m  skalara (tezina) pridodeljenih svakoj tacki
(Wi, Wy, ..., Wy,). Naci tacku x za koju je suma tezinskih
rastojanja do datih taCaka minimalna
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Matematicki model ovog problema je:

m
(min) f,0 = Z w; *d(x,a)
i=1
gde su:
x = (x{,x,)-koordinate nepoznate lokacije;
m- broj fiksnih (postojec¢ih) lokacija ili korisnika,

d(x,a;) - rastojanje i-tog korisnika do nepoznate
lokacije,

n;- broj elemenata i -tog Korisnika,

r; - jedini¢na cena prevoza i-tog Korisnika,

° °* Primer 1: Ako a; = (al(i), az(i)),i = 1,..,m, predstavljaju koordinate zgrada u nekom
® ¢®° naselju u kome treba podi¢i novu robnu kuéu sa nepoznatim koordinatama
® * x=(x,x,) tada tezinski koeficijenti koji se mogu pridodeliti zgradi, mogu predstavljati

Funkcijom cilja se minimizuje tezinski zbir rastojanja (ili cena prevoza) do nove robne
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w; =n; xr; - tezinski Kkoeficijenti pridodeljeni
i-tom korisniku,

a; = (al(i),az(i)) - koordinate (lokacije) i-tog
korisnika,

f., -funkcija cilja Veberovog problema.



Osobine Veberovog problema za razliCite naCine merenja rastojanja

Euklidova metrika- Ako x i z pripadaju R", tada je njihovo Euklidovo rastojanje dato sa
d(x,z) = | X1 (xj —z) =llx —z|l,. Gde ||. ||, predstavlja Euklidovu normu. Funkcija cilja
sada ima oblik:

(min)f,, (x) = X2y wid (v, @) = L%y w; ( j=1 (xj - a;gi))z)l/z

Stav1l: Akosua; = (al(i), az(")) niz datih tacakau R? duzine m, tada je f,, definisana sa drugim

oblikom funkcije cilja, konveksna funkcija.

°
Stav 2: Funkcija f,,(x) dostize minimum u jednoj od fiksnih tacaka a,, = (a§”), agr)), ° ®
) 2 . 2 1/2 ¢
re(1 m), akko vazi ¢, = m Wi*(agr)_ag)) + m Wi*(agr)_ag)) =w °e
y ey ) T i=1 d(a,a;) =1 d(ara;) -7 o
®



Problem nalaZenja tezista: TeziSte ili centroid:
m a(l)
o Lim% T
f(x) = X wid?(x,q;) Xj = 7w, =12

1. Metoda resavanja problema sa Euklidovom merom rastojanja
- funkcija se moze transformisati u glatku funkciju koris¢enjem hiperbolijske

aproksimacije d"(x,z) = \/(x; — 2,)% + (x, — 7,)? +¢

2. Popularniji na¢in nalaZenja resSenja, tj. numericko resavanje sistema nelinearnih

jednacina a? « w;
of o w; x(x; — a)) R dea)
l '] ] . y Uy
SEE =0, =1,2. - .
ox; Z d(x, a)) / X T m Wi
=1 =1 d(xj ai)



Pravougaono rastojanje

Rastojanje:

tj. problem lokacije u ravni (n = 2),d;(x) = d;(x,a;) = |x1 - )| + |x2 agi)l,
i =1,..,m. Odatle sledi da funkcija cilja ima oblik:

fu @) = Zwix ([ = o+ |x, —aP)) =

= 7w | = af| + 2w v - af?| =

= fw1(x) + fu2(x)




S o
> ® Zasvaku koordinatu [ = 1,2, ponoviti sledecCe korake:

Korak 1. Inicijalnojep=m i t; =w;,i=1,..,m

Korak 2. Urediti koordinate u neopadajuci niz a,
( ) < a(2) <. < al(m)

a,

a1
Korak 3. Redukovati problem u slucaju da su neke koordinate jednake:
novi niz ¢e imati p razli¢itih elemenata sa tezinamat;,i = 1, ...,p
y : 1
Korak 4. Izracunati s = Ez?ﬂ ti

Korak 5.i:=1

T . . . _ i _
Korak 6. Nacis; i s, kaouizrazu:s; = t < Z] 1 4GS Zjﬂtj =5,

Korak 7. Ako je s; < s < s,, nadeno je reSenje za [ — tu koordinatu kao x; = a() ako

jes; <s=s,tadajex] = [ag ),al )] u suprotnom i = i + 11 preci na korak 6.



Lokacijska ogranicenja

Skup dopustivih lokacija obeleZi¢emo sa D. O

Tada pros$ireni model ima oblik: min £, (x) = X w;d(x, a;)

Korak 1. Nadi bezuslovni minimum zadatka (min) f, ) = 272, w; *d(x,a;) i
obeleZiti ga sa x;

Korak 2. Proveriti da li je taCka x — dopustiva, ako jeste, kraj;
Korak 3. Uvodi se koncept vidljivosti
Korak 4. x* je najbliZa sa x, a pripada podskupu odredenom u Koraku 3

Stroza definicija vidljivosti je: x* je vidljiva iz tacke x akko ne postoji y na duzi koja
spajaxix®,takvoday & D.



Nelinearna zavisnost funkcije cilja od rastojanja

lako je f(x) nelinearna funkcija, u (min) ) = X%, w; *d(x,a;) je zavisnost

funkcije, od rastojanja linearna.

Drugim re¢ima, ako obeleZimo sa y; = d;(x), tada je (min) f,, ) = 2%, w; *d(x,a;)

linearna funkcija po y,

f()’)miwi*yi-

Primer : Ako se putni troSkovi mere gubitkom korisnosti, tada C;[d;(x)] raste sa

rastojanjem i strogo je konveksna. Ovaj slucaj je redi u praksi., mada se teorijski
najlakse resava (lokalni optimum je i globalan). Ovo se moZe matematicki formulisati

kao:

Ci[di(.?C)] = ki + wid,‘f‘(x),a > 1.




Veliki kvadrat - mali kvadrat

Korak 1: [zabrati pocetnu tacku x, = iZ{Zlai koja pripada konveksnom omotacu
(KO)inadi f = f(x)

Korak 2: Podeliti konveksni omotac¢ KO (a4, ..., a,;,) na zone (kvadrate) i nac¢i donju
granicu svake od zona, tj. f,; = X%, C; [di(Zj)], gde je dijametar

e it O M
d;(Z;) = (min)d(a;, Z;) - najkrace rastojanje izmedu a; i Z;. 41 4 2
a=xX| Z, Z;
Korak 3: Eliminisati sve zone Z; za koje vaZi f, > f. X, a,=%,
1z Y
L]
Korak 4: Ako je dijametar neeliminisanih zona manji od proizvoljno malog broja ¢, o ® o ®
kraj. ® o °
® ® .
y : : : . y o o
Korak 5: IzraCunati vrednosti f u proizvoljnim tackama neeliminisanih zona (na e * ® o
. : : : : ver:e T i .y ®
primer u centru) i onu gde je f najmanja oznaciti sa f. Podeliti preostalu oblast na joSs ° ° o
manje zone, tj. pre¢i na korak 2. Ce o
o o® o o
- o @



Lokacija neZeljenih objekata (anti Weber)
Oblik funkcije cilja je:

(min)fy () = ) Dild;Colx €3

Gde su: S — skup dozvoljenih lokacija
x — nepoznata lokacija
D; — opadajuca i neprekidna nelinearna funkcija od rastojanja

U anti-Veberovom problemu trazi se lokacija nezeljenog objekta, tako da ukupna "Steta"
f (x) bude minimalna.

Ako pretpostavimo da je D;(.) u gornjoj formuli za funkciju cilja rastuca i neprekidna
od rastojanja, tada "korist" raste sa rastojanjem x od fiksnih lokacija, pa treba naci

maksimum od f(x).




Lokacija neZeljenih objekata (anti Weber)

Metoda Veliki kvadrat-mali kvadrat se moZe podesiti i za resSavanje ovog zadatka, tako
Sto se S podeli u kona¢nu familiju konveksnih poligona. Medutim, ako su D;(.) linearne,

problem je lako resiv, tj.

(max) fp(x) = Zwid(ai,x),x €S
i=1

®e
Stav: Ako su D; linearne fukcijei S poligon ili unija konveksih poligona, tada je c "o o
optimalno resenje u temenima poligona. o ?
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Raulsov problem, Min-Max Kriterijum

Ako se f,,(x) podeli sa konstantom W = Y w;, tada su reSenja (tj. x *) problema
(min)f,, (x) i (min) fw(x)/W jednaka.

Sa druge strane f,,(x)/W predstavlja srednju (prose¢nu) vrednost rastojanja od
korisnika lociranihu a;,i = 1, ..., m, i nove lokacije x.

Min-Max kriterijum, po kome se minimizira maksimalno tezinsko rastojanje izmedu
novog i postojecih objekata.

1) (min)fr(x) = miaxwid,;(x),i =1,..,m
2) (min)fr(x) = m[_axdi(x),i =1,...m




Primer

* Primenom Min Max kriterijuma, kao primer moZemo uzeti
ravnopravno tretiranje naseljenih i nenaseljenih mesta u izboru nove
lokacije (bolnica, hitna pomo¢, vatrogasne brigade..).

e Stanovnik na periferiji grada treba da ima ista prava za hitnom
intervencijom kao i stanovnik u centru.

* Minimizuje se maksimalno tezinsko rastojanje izmedu novih i
postojecih objekata.




Raulsov problem, Min-Max Kriterijum
(min)z »>>» p.o. wi*d,(x,a;) <z, i=1,..,m.

U slucaju daje p = 2 (Euklidovo rastojanje),a w; = 1, uvodenjem smene
x3 =z — (x? + x%), prethodni problem se svodi na jednostavni zadatak kvadratnog
programiranja.

(min)x? + x2 + x3 »» p.o. 2x,a3” + 2x,a8” + x5 > (agi)) 2 4 (ag)) 2
i=1,..,m

Geometrijska formulacija Raulsovog problema glasi: konstruisati krug minimalnog

precnika, tako da skup datih taaka u ravni A = {ai (ag),agi)),i =1, m} budu

unutar kruga.




Resavanje Raulsovog problema

Korak 1: Konstruisati konveksan omotac H, skupa tacaka A = {q;,i = 1, ..., m}
Korak 2: I1zabrati bilo koja dva temena iz skupa 4, i obeleZitiihsaaib

Korak 3: Tacke a i b odreduju precnik kruga. Ako sve tacke iz A pripadaju krugu, tj.
a+b a+b a-+b _
HcK Xt = ,kraj;

2 2 2
Ako nije izabrati bilo koju taCku ¢ € 4, van kruga K
Korak 4: Ako je trougao abc pravougli ili tupougli, obeleziti temena najvece stranice a i b,

pa preci na korak 2; ako je trougao oStrougli, opisati krug (centar x) oko trougla abc; ako sve
tacke a;, ..., a,, pripadaju krugu (lopti), tada je x* = x i kraj

Korak 5: [zabrati taCku a van kruga, a sa b oznaciti tacku trougla najdalju od a. Povuci pravu
0b i sa ¢ oznaciti tacku trougla sa druge strane od prave a, pa preci na korak 3




Veber - Raulsov problem

Korak 1: Resiti Veberov problem f,, (x); obeleziti sa x" optimalno resenje;

Korak 2: Izracunati f,-(x") ; obeleziti sa f’ dobijenu vrednost;

Korak 3: f' = f' — h, gde je h - korak, fiksni mali broj;

Korak 4: Umanjiti proporcionalno sa h u odnosu na f” sve d;(x) i obeleziti ih sar;,

. , '_h
. rn=d;x") *ff,

Korak 5: Opisati krugove sa centrima u a; i polupre¢nicima ;(K;(a;, 7;)).

Korak 6: Ako je presek krugova prazan skup, x' je Pareto optimalno reSenje i kraj. U
suprotnom resiti Veberov problem sa lokacijskim ograni¢enjima koja su predstavljena kao
presek krugova, obeleziti dobijeno reSenje sa x’ pa pre¢i na korak 2.




Lokacija viSe objekata

Kod lokacije viSe objekata pojavljuju se
sledeca pitanja:

1) Koji je optimalni broj novih objekata?

2) Koji korisnici su usluzeni od kog
snabdevaca (alokacijske
promenljive y;;)

3) Koja je uloga interakcije izmedu
snabdevaca (novih objekata)?

Razlikujemo one kod kojih postoji
interakcija izmedu novih lokacija i
one kod kojih medusobna veza ne
postoji.

- Minisum (Veber)
- Minimax (Rauls)



Min-Sum (Veberov) problem lokacije vise objekata

(min)f,; (x) =i Zq: w;;d; (xj)+ Z Z Vi d(xj, xg )
i=1  j=1

j=1 k=j+1

m - broj fiksnih (postojecih) objekata,

q - broj novih objekata,

d,;(xj) = d(x;, a;) - rastojanje
izmedu korisnikai j — te nove
tacke,

X = (xl, X2, een) xq)- nepoznate lokacije novih objekata,

Xj = (xg"),x;g] )) j =1, ..., q - koordinate nepoznatih objekata, °
a; = (agl), az")) koordinate = o

Vi, J, kK =1, ..., p - mera interakcije izmedu novih objekata i — tog korisnika. _ o ;
j i k (odnosno cena), .

gde je vy = vy ®e ®

@

Funkcija cilja moZe biti ukupna® 4 ®

w;; - cena jedini¢nog transporta od korisnika i do nove cena transporta izmedu o % o
lokacije j, postojecih i novih objekata o ®°,



Min-max lokacijski problem s vise objekata

(min) fr(x) = max{wijdi(xj),vjkd(x-,xk)}, i=1,.m j,k=1,.,.¢; 1<j<k<q,
gde parametri modela imaju isto znacenje kao u Min-Sum problemu.

Lokacija p neZeljenih objekata

Cilj je da novi objekti budu Sto dalje jedni od drugih, jer su nezeljeni.

Postoji 4 tipa:
1) max-min-min >>>> max(minmind(x;, x;)); °
X €S L ] ° (
e .. ‘
2 -min- inY" 2 X);
) max-min-sum >»>> rglgg((mimZFld(xl,xj)), ® i o
® ¢
3) max-sum-min >>>> maxZi_lm_md(x[-,xj) °
X ES - ] ° ®
o g% o
p r
4) max-sum-sum >> r}glggczi=1 iz d(xi, X)) o« ®°.



Max-min-min (p-Disperzioni problem)

Povezan je sa klasi¢nim matemati¢kim zadatkom pakovanja krugova jednakih poluprecnika
u kvadrat.

Moze se predstaviti kao zadatak nelinearnog programiranja:
Maxr p.o0.

d(xi,xj) >r,zasvaki i,j=1,..,p i #], xX; €S
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Pakovanje krugova u krug

Ako je S jedinic¢ni kvadrat, d Euklidovo rastojanje i r precnik, tada p-disperzioni problem
postaje zadatak pakovanja krugova.

Maxr
p.o. (xi—xj)2+(yi—yj)2—4r220, 1<j<i<n,

x> +y?—(1-7r)2<0, 1<i<n, .
L
(x;,x;) €ER?, 1<i<n : '.' ‘
[ ]
[ e [
® o

®
® ®
o % o
L



Pakovanje krugova u krug

Predlaze se nova metoda nazvana
Reformulacioni spust koji menja formulacije
problema sve dok postoji bolje resenje:

Korak 1. Konstruisati najmanje dve
nelinearno povezane formulacije problema;

Korak 2. [zabrati poCetno reSenje Z;

Korak 3. Ponavljati sledece korake po svim
definisanim formulacijama:

(a) naci stracionarnu
taCku Z° primenom neke NP metode, Cije je
pocetno reSenje Z;

(b) ako je Z bolje od Z, tada je
Z = 7 ; vratiti se na korak 3, tj. na prvu
formulaciju;

o . = H
4 x \
l" l". "I —l-'_ - rﬁ 3
i LR X v T £ 1j i . |
|" oy {rf?: g I‘ll 0 _,:-.l L L I'|
[} " T i ]
l T &) ]II I-i-I 2 o0 ) l,l'l
o [\o(D 090
ol O "o/ P O o/
3 ™ (- i / \'x - )
., 1 = A — -~

r=0.054288 (Dekartove) r,=0.070426 (Polarne)

il - o =,
K/" ", /,:_ "_:'F"'!-I

i { .2-_4-'?-" r, ( j 3
[ 2 e ‘f‘ﬁ'%é -t
[“*’,? P o )| YO0 }
e Relo iV a s o0 gy
T O o/ X3 N U/

r=0.079632 (Dekartove) r=0.111111 (Polarne)

S,
(P

A

rs=0.149197




Max-sum-sum (p-odbrambeni) problem

Pretpostavimo da je skup § konveksni poliedar u q — dimenzionalnom
prostoru, odnosno neka je:

S={x€R Ax<b, beR™, Ac€RY}

tada Ce se optimalno reSenje naci u rogljevima poliedra S.

Degenerisano reSenje je kada u optimalnom reSenju vise od jednog novog
objekta bude locirano u istoj tacki.




Lokacijsko - alokacijski problem

Najjednostavniji lokacijsko-alokacijski model, u kome se pored lokacija novih objekata odreduje i gde Ce

se koji korisnik snabdevati, se ogleda u tome da:
a) Ne postoje interakcije izmedu novih objekata
b) Broj novih objekata je unapred zadat

c) Korisnici se snabdevaju jednom vrstom robe
d) Kapacitet novih lokacija nije ogranicen

(min)fuaCoy) = D) vy wi = di()

i=1 j=1

po. X yj=Li=1.,m 0<y;<lLi=1..mi j=1..,p

di(xj) = d(ai,xj)
p — broj novih objekata
m — broj korisnika
X; — nepoznate lokacije novih objekata, j = 1, ..., p
¥ij — promenljiva koja odreduje proporciju zahteva korisnika i za objektom j
a; — lokacija korisnika,i = 1, ...,m
w; — tezinski koeficijenti — tog korisnika




Primer

» Date su lokacije odredenog broja korisnika i koliCine njihovih zahteva
zarobom

* Treba odrediti lokacije u ravni za 3 distributivna centra, tako da zahtevi
svih korisnika za robom budu zadovoljeni, a teZinski zbir rastojanja od
svakog korisnika do distributivnog centra bude minimalan




Alternativna heuristika Cooper (1964.)

—

p

{
!

Korak 1: Iniciranje.

\

Korak 2: Alokacijski problem.

Korak 3: Kriterijum zavrsetka.

Korak 4: Lokacijski problem.

B

&

{
!

p — Median heuristika

\

Hansen, Mladenovic i
Taillard (1998)- problem
p-medijana

primenili metode
reSavanja problema
p-teZista u prvom koraku

za svaki od p centara i
njima najbliZih korisnika,
resili Veberov problem.
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Meta - heuristicke metode

o

p

\

Genetski algoritam
Tabu trazenje

Metoda promenljivih okolina

p

LA model ograniCenih kapaciteta

/ (min)f(c,x) = \

p
21 2= Yij * wi * di(a;, x;)

Zyl-j =1,i=1,..,m
j=1
m
Zyij*n,, S = e
i=1
0 <ij <1
Gde su:

n; — broj korisnika u tacki a;
n; — max kapacitet snabdevaca x;




Model sa konstantnim fiksnim troskovima




Model lanc¢anog snabdevanja (Supply chain management)

/q — broj snabdevaca \ / (min)f(x,y, z) \

b,k = 1, ..., g- poznate lokacije R
snabdevaca = AZZ Yij * Wi * di(ainxj) +

ljiva koja odreduj T
zy j- promenljiva koja odreduje 1 (1-2 ZZZ e di(bu %
koli¢inu robe koju treba ( )k-1 = i * dibio 35)
transportovati od fabrike k do p.o. -7
centra j %

Zyu = 1,l = 1, -
A € [0,1]- parametar kojim se =
odreduje odnos troskova koje
. e e . . : m q
imaju korisnicii distributivni centri _
ZLVU *N; < Z Zkjp ) = 1,...,p

Za A=1, donosilac odluke ne uzima =1 k=1

u obzir svoje troskove |
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