MILENA GATIC 668/18 | NOVEMBAR 2020
D1 Lokactua T rASPORED 0BJEKATA
D. k -t .
S

lokacijski
modelil




Sta su lokaciiski modeli?

Generalno lokacijski problemi se odnose na mesta ili
pozicije objekta ili grupe objekata u zadanom prostoru
koji opsluzuju prostorno distribuirani skup korisnika.

U uzem smislu, posebno u logistici, ovi problemi dnose
se na lociranje resursa, skladisnih objekata,
terminala, pretovarnih mesta, pa je po pravilu rec¢ o
zadacima lociranja tacke u dvodimenzionom prostoru.
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e Staticki 1 dinamicki problemi
e Kontinualni i diskretni problemi

e Lociranje jednog ili vise objekata

e Postojanje ili nepostojanje kapacitivnih
ogranicenja

e Lokacijski, alokacijski i lokacijsko-alokacijski
problemi

e Jednokriterijumski i visekriterijumskiproblemi



Diskretni modeli

U diskretnom lokacijskom problemu treba izabrati jednu
ili vise novih lokacija (centara) iz konacnog, unapred
zadatog skupa moguéih lokacija.

Prebrojavanjem svih moguc¢ih kombinacija novih lokacija
moze se doc¢i do optimalnog resenja, odnosno do resenja
kome funkcija cilja dobija minimalnu vrednost, ali u
slucaju velikog broja korisnika i novih objekata, ovaj
proces moze na racunaru trajati veoma dugo. Drugim
recima, vecina diskretnih lokacijskih problema je
nelinearno programiranje — tesko. Zbog toga su i1 metode
resavanja najcesce heuristicke.
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Diskretni modeli
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L okacija jednog_obj

ekt

(min} f =2“'.-f",-j ._
1=1

ode su

m - broj datih ta¢aka konsnika

n, - broj mogucih lokacija

w.=n.-r. (n -broj konsnika u i-toj tacki)

r. - cena Jedini¢nog transporta od i-tog korisnika,
d, i

D=| : | - data rastojanja.

lm |

Problem analogan Veberovom - minimizovati ukupne troskove prevoza.
Slozenost algoritma - O(m*n) - polinomijalno resSiv.
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Lokacija jednog_objekts
—primer-
prodavnica stocne hrane

Cilj je minimizirati troskove i * “W§\
transporta do kupaca, u slucaju kada se | ‘¢ N\
vrsi dostava proizvoda kupcima. Stoga ; I |

se prodavnica pozicionira u naselju 1li i !
gradu,na podjednakoj udaljenosti od | il
okolnih sela. Uty OIS
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Lokacija jednog_objekte

—-primer-
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P-tezisni problem 09

Diskretna verzija lokacijsko-alokacijskog problema tj.
- dat je skup U lokacija m korisnika i skup L lokacija
n-potencijalnih novih objekata

Potrebno je odrediti kojih p izmedu njih n treba
izabrati tako da ukupni transportni troskovi izmedu
novih objekata i1 korisnika budu minimalni, a da u
otpunosti budu zadovoljeni zahtevi svih

korisnika.

Kombinatorna formulacija ima oblik:

I
{miﬂ}zmiﬂff. . gdeje Jc L IJIl=p.at, «
- et v h
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P-tezisni problem

nr |

{-mi"}f{-r:- 1"] = ZZEU "Il:j {2]

i=l =l

ZA'Uzlf i=1L2,....m: (3)
=

i;-:"ir'
1<x. <y} i=12,....m; j=12,...,n, (5)
v, el0.1}, j=12,  .n, (6)

gde su:

m — broj datih ta¢aka korisnika

n — broj mogucih lokacija

1 — broj novih objekata

x,; - proporcija zadovoljenja i-tog zahteva od j-tog snabdevaca (alokacijske promenljive)

t, - cena transporta (ili rastojanje) od i-tog korisnika do j-tog novog objeka,

v = 0, ako ne treba otvoriti objekat na lokaciji j,
i 11, ako treba otvoriti objekat na j - o) lokaciji.



P-tezisni problem
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ima vise objekata u razlicitim delovima grada tako da je svaki deo
gradaprekriven i troskovi dostave su minimalni
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Sta je heuristika?

Heuristicki metodi se koriste da ubrzaju proces
pronalazenja dovoljno dobrog resenja u situacijama
kada sprovodenje detaljnog istrazivanja nije
prakticno. Primeri toga obuhvataju koristenje
raznih uopstenih pravila, informisanog nagadanja,
intuicije 1 zdravog razuma.

U informatici, vestackoj inteligenciji, 1
matematickoj optimizaciji, heuristika je tehnika
resavanja ili brze od klasicnih metoda, ili
nalazenja pribliznog resenja kada klasicni metodi
ne mogu da nadu tacno resenje. Kod heuristika se
menja optimalnost, kompletnost, tacnost, i / ili
preciznost za brzinu.



pohlepna heuristika

Sustina pohlepne heuristike je u pronalazenju najboljeg
resenja u svakom koraku. Krece se od nule i grabezljivo
ide ka resenju.

13

ResSiti problem nalazenja jedne lokacije - na taj nacin je
pronadena jedna od p tacaka

Ako je broj novih objekata p, kraj iteracija.

Ako je nadeno k novih lokacija izabrati k+1 tacku od preostalih
n-k, tako da se minimizuju troskovi transporta za svakog korisnika i
preci na drugi korak.




stedljiva heuristika

Polazi od pretpostavke da imamo sve (svih n
objekata je veé¢ locirano) i u svakom koraku se
trudimo da sto manje izgubimo (izbacimo centar koji
najvise opterecduje troskove transporta).

Cll] je naravno da se dobije dopustivo resenje 1
se to postuagne, pirocedura je zavrsena.



alternativna heuristika

- naizmenicno nalazimo nove lokacije

- na osnhovu njih odlucujemo gde ¢ée se koji korisnici
snabdevati

- formiramo nove, bolje centre za korisnike (ako je
moguce)

- Cilj: doéi do optimalnog resenja, cime se zavrsava
procedura (tj. nema poboljsanja izmedu dve iteracije)



Heuristika zamene mesta

3.KORAK

4 KORAK

Za svaki centar j iz skupa J i za svaki centar k - L
« Azurirati novo resenje

Naci pocetno iz skupa L/ J, uraditi sledece:
resenje tj. izabrati kao
proizvoljan skup - Zameniti centar j iz reSenja jednim koji J < T\ ok
J, i naci vrednost trenutno nije u resenju (k) | preci na korak 2.
funkcije - Izracunati promenu u funkciji cilja
koristeci 2-Zapamtiti indekse j i k gde je funkcija bila
minimizaciju najmanja i odgovarajuce indekse obeleziti sa
troskova jrik

JCLl|J|=p



\
@

\

Jednostavni zemljisni
problem
- U JZP ne mora biti locirano tacno p novih objekata

Razlika izmedju p-teziSnog i jednostavnog zemljiSnog problema (JZP) je skoro
neprimetna. Kod JZP se figurise uslov da mora biti locirano ta¢cno p novih objekata.
Pored toga, u model su uklju¢enii troskovi instalacije (otvaranja) novog objekta fj
(cena zemljista, cena gradnje i sl.)

(mun) f{ x. 1}—2}‘ ¥, +ZZI

=1 j=I

p.o0.

U=x, =y, i=L2,...m; j=12.....n,
v, e{0,1},j=L2....n



Resava dualni zadatak relaksacionog
zemljisnog problema (JZP u kome je

DUALOC ogranicenje tj. uslov celobrojnosti
obrisan tj. relaksiran)

 Nalazenjem resenja DRZP dobijamo donj
granicu za primalni JZP zadatak

w/ v ’
YN * Vrlo cesto se veé nakon prve faze
metode DUALOC dobija optimalno resenje
max g(v) = E v,
v = gde je w, =max{v, —1..0}. Vidimo da je prilikom formulisanja ovog dualnog modela uslov
p.0. ’ ’

v, € (0.1} eliminisan, tj. relaksiran. ldeja DUALOC-a je sledeca. Neka v(-) oznacava vrednost
funkcije cilja. Ocigledno vazi v(JZP) = viRZP) = v(DRZP) . Nalazenjem resenja DRZP
— (dualnog) problema, dobijamo dakle donju granicu za primalm JZP zadatak.

Nw,<f,. j=Ln
=]

o

v, =w;snt,, 1=lm1 j=Ln

w, 20, i=lm1 j=Ln
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4. Prekrivanje skupa

4.1. Set covering_problem

4.2. Maximal covering_problem




covering




A T. Set covering_problem

Novi lanac apoteka ulazi na trziste

i Zeli da otvori visSe prodajnih 1 a B -
objekata na teritoriji grada koji

je podeljen na 11 celina. Treba

podelu izvrsiti tako da svaki kupac 2 9

stize do apoteke za 10 minuta, a

kupovinu obavlja u svojoj oblasti
ili onoj koja je susedna.

Apoteke se pozicioniraju u centrima
oblasti.



4//;ié. Maximal covering
| problem

Zadatak je slede¢1: maksimizovati broj poseta (1li poziva) u odnosu na novéana
ogranienja 1. .

p.o.

y; € (0,1}, j=12.....n,

2.Y;=P-



/ﬁ

5. Problem p-centara

*Y]
min f(y,c)=max Ci» =1 j=1
p.o.
Doe.=1,i=12,...
=
L2,....m; j=12
(0.1}, i=12 m; j=12



Mrezni
znl lokacijski model]
|

C
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Osobine rastojanja nha mrez

Mreza (graf) odredena sa G =(T. L), gde je
T={t,.1,,....1_} skup temena grafa,
L je skup lukova (t,.1.) koji spajaju ¢, 1 7.. U daljem tekstu pretpostavicemo da je i< j?

Obelezicemo sa [ ={1,...,m}1 takode pretpostaviti sledece:
(1) svaka dva luka seku se u najvise jednom zajednickom temenu,
(11) najvise 1 luk spaja svaka 2 temena,



Osobine rastojanja na mrezi .

- Dwa luka su susedni ako imaju bar jedno zajedmicko teme,

- Put je mz povezanih lukova gde svaki par susednih lukova ima isto teme.

- Ako je pocetno teme puta jednako krajnjem, govorimo o krugu ili ciklusu.

- Put koji ne sadrzi krug, je jednostavan put.

- Krmg (ciklus) u kome se lukovi ne ponavljaju je jednosiavan krug (ciklus). Uvek ce se
govoritl ubuduce o jednostavnim putevima 1 ciklusima.

- DuZina puta je zbir duzina lukova u putu.

- Rastojanje 1zmedu dva temena (7,.7 ) Je dufina najkraceg puta od 7, do 1. Ocigledno vai

dﬂﬂh}zdﬂwﬁ}

- Mreia je povezana ako najmanje jedan put povezuje svaka dva temena. U suprotnom je
mreza nepovezana. Ubuduce ¢e sve mreze biti povezane, ako se ne naglasi suprotno.



Osobine rastojanja na mrezi

Osnovno je pitanje kako defimsati d(x, v), kada su x 1 y dve proizvoljne tatke na lukovima. U
tom cilju zamislimo da su 1 x 1 y nova temena: rastojanje d(x, v) Je sada defimsano kao najkraci
put izmedu dva temena. Formalno, funkcija rastojanja zaista 1spunjava:

(1) simetri¢nost, d(x, v)=d( v, x)
(2) pozitivnost d(x, y) >0, dix,v)=0za x=y
(3) nejednakost trougla dix, vi=d(x, z)+d(z, v),zasvakox, viz.

Stav 1. U datom grafu G(T, L), neka je luk oznacen sa (t,.t,)eL, xelt .1 ) 1 neka je ¢, bilo

koje teme. Funkcija rastojanja dix,t, ) ima sledece osobine:

a) neprekidna na luku (r,.1.)

b) ako x vanra 1zmedu , 1 t, - tada 1l
d(x.t,) - linearno raste
dix,t,) - linearno opada
dix,t,)- prvo lineamo raste pa opada

c) d(x.t,) je konkavna 1 deo po deo linearna.



Problem p-tezista

Problem p - teiista je vec ranije definisan. Neka je X ={x,x,,...x | skup teZista koje treba

odrediti 1 koje b1 trebalo da se nadu na nekim lukovima mreze ;. Ozna¢imo sa

diX.t)=mn(d(x,.1.),....d{x_,0.)), i=L...m
odnosno, pretpostavimo da je rastojanje skupa X 1 temena 7, jednako rastojanju najblizeg tezista

1z skupa X do ¢, .Ako dodelimo nenegativne pondere svakom temenu (npr. broj stanovnka),

Py P, - tada funkeija cilja ima oblik

f{I]zi;}Jd{IJJ]
=l

Zadatak je: odrediti n -tezista (zvanih 1 apsolutnih n-tezista) tako da f(X) 1ma minimalnu
vrednost. Osobine 1z Stava 1 omogucuju dokaz sledeceg stava.



Problem p-tezista

Stav 2. (Hakimi /1965/) - Osobina optimalnosti temena

Postoj1 naymanje jedno apsolutno p — tezidte za koje su sva teZiSta u temenima grafa.

Dakle, kao moguce nove lokacije treba razmatrati samo postojece, t). temena grafa.
Oc¢igledno je da problem nije trivijalan samo ako je p<m. U suprotnom bi bilo f(X)=0 1
svako teziste bi se podudaralo sa temenom.

Kada je n<m, problem dakle postoje kombinatoran, jer treba naznacivan (1zdvajati) n-

torke 1z skupa od m elemenata 1 nalaziti vrednosti f(x) za svaku n-torku, (kojih ima (‘}f] )

Zbog velikog moguceg broja kombinacija, potpunim prebrojavanjem se resava gornji
problem jedino u slu¢aju p =1 (paravo, u realnim problemima m je jako veliko).




Problem p - centara na
proizvoljnoj_mrezi

Pretpostavimo da je skup centra ¥ ={y.y,,... v} takav da svaki cenar y, le@ na luku

datog grafa, 1 da je p<m. Obelezimo ponovo sa d(Y.t, ), rastojanje proizvoljnog temena f, do
najblizeg centra iz skupa X. Potrebno je odrediti minimum funkcije

(min) g(¥)=max(p d(¥.t)),....p, d(¥Y.1 ),

n

gde su p,, i=L....,m, ponden 1 teZinski koeficijenti pridruzeni temenima. ReSenje ovog

problema se naziva apsolutni centar i obeleZzicemo gasa Y.

U problemu nalaZenja jednog centra koristi se tzv. osobina temena 1 preseéne tacke (TPT).
koju ¢emo 1zraziti u Stavu 3. Pre toga defimifemo preseénu tacku.

Tacka na mrez1 y, je presecna samo ako je:

pl.dl.‘_}'wrl.}z;JJ.d[}'HJJ.} zaneko i, je {L2,....m}1i# J.

=)



Problem p - centara nha
proizvoljnoj_mrezi

Stav 3. Apsolutmi l-centar je 1li u temenu f, 1 je presefena tacka.(F.Mimeka:Them-
centerproblem, SIAMRev. 12 (1970), 138-139.

Medutim, osobina TPT (izraZzena u Stavu 3) vaZi 1 za problem nalaZenja n - centara.

Stav 4. Postojl naymanje jedan apsolutm p - centar za koji je svaki centar i1 teme 1li presecna
tatka grafa.



Problem prekrivanja nha
proizvoljnom grafu

O problemima prekrivanja bilo je vise reci u poglavlju u kome su razmatrani Diskretni lokacijski
problemi. Neka je u ravm dato m - tatka r, kojima su pridruZzene konstante r.. Treba odrediti

lokacije 5to manje novih taaka 1z datog skupa mogucih lokacija ¥, tako da svih m-ta¢aka bude
prekriveno, odnosno, treba naci

(min) | ¥ |
p.o.

di¥.t.)=r , gde | Y| oznaava broj ¢lanova skupa Y.



Mreza tipa stablo

5 1ma sledece osobine:

(1) § je povezan graf bez krugova (ciklusa);
(11)  postoji nakraci put 1zmedu svake dve tatke u §

Pored toga, mrezm lokacijski problemi na stablu se vrlo jednostavno refavaju. Sledeci
stav govori o osobini funkcije rastojanja na stablu.

Stav 6. a) Funkcyja fi(x)=d(x.t) je konveksna za svako re T, ako 1 samo ako je S(T.L)
stablo.
b) Funkcya f(x, v)=d(x,y) je konveksna na celom grafu, ako 1 samo ako je graf tipa
stablo.



Nalazenje 1- tezista na stabu

Problem 1- tezista je nalaZenje nove tatke x° na mrezi, tako da se minimizuje zbir

tezinskih rastojanja od x° do podskupa temena mreze. Tatka x° se naziva apsolutno tezite. Ako
sa f(x) oznaéimo ukupno rastojanje 1zmedu x 1 m temena, Imamo

flx)=pdix,t )+ p,dixt,)+...+p dixt_),

gde p,,i=1,...m, mogu predstavljati npr:

- broj dolazaka do x (poitanskog sanduéeta) u datom vremenskom periodu 1z temena 1.,

- ukupni transportni troskovi po jedinici rastojanja 1z temena 1.
- ukupno vreme po jediniénom rastojanju itd.

Oznaéimo sa p=» p,, a mreze. Sledeci algoritam (A.Goldman (1971), Optimal center
=1

location in simple network, Transportation Sci. 5, 212-221) refava ovaj problem.



Nalazenje 1- tezista na stabu

Algoritam 1.
Korak 1. Izabrat bilo ko list (teme poveZzemo lukom samo sa jednim temenom) f, sa teZinom

p,.Akoje p, > p/2, 1, jereSenje1 kraj.

Korak 2. Oznaciti sa 1, teme koje je povezano sa f, 1 sabrati p, 1 p, kao novi ponder temena
by (Pt Py =py)-
lzbnsati luk (z,.1,) 1 preci na Korak 1.

lz algoritma se moze 1zvucl 1 interesantno svojstvo podstabla (odnosno pojedinih "grana”
stabla).

(A.Goldman, C. Witzgall: A location theorem for optimal facility placement, Transportation Sci.
u (1970) 406-409)

Stav 7. Neka je dato stablo § 1 bilo koji luk (7.7 ). Ako 1zbnSemo sve unutradnje tacke datog
luka, dobicemo dva pod stabla, 5 1 § . Ako je suma teZina temena §  najmanje p /2, tada §

sadrzi apsolutno teZiste.

Oc¢igledna posledica ovog stava je da ako jedno teme grafa ima teZinu ne manju od §
p. /2, tada je ono 1 apsolutno teZiste.



Nalazenje jednog_centra na
stablu

Podsetimo se da je apsolutni l-centar v" tafka na mreZi koja minimizuje maksimalna tezinska
rastojanja od v do podskupa temena gafa. Pretpostavimo da taj podskup sadrzi m - temena sa
pozitivnim ponderima (teZzinama) p,,i=1,...m. Matematicki model je dakle

(min) g(y)=max(p,d(y.1,)..... p,d(y.1.,))

nr
gde ponderi mogu imati razliita znacenja:
- vreme po jediniénom rastojanju

- cena prevoza po jedinici rastojanja
- gubitak po jedinici rastojanja.

Prvo ¢emo izloziti algoritam refavanja za ne teZinski slu¢a) problema nalaZenja jednog centra,
odnosno slucaj kod koga su svi p. =1,i=1,...m. Algoritam omogucuje sledeci Stav.

Stav 8. Apsolutni ne teZinski 1-centar leZi na sredini najduzeg puta na stablu.



Nalazenje jednog_centra na

Algoritam 2. (G.Handler (73): Minimax location of a facility in an undirected tree grﬂphﬁSt a b 1u
Transport. Sc1.7 (1973), 287-293)

Korak 1. lzabrati proizvoljno teme grafa,

Korak 2. Naci najudaljeniji list od 1 1 obeleziti ga - 1 ;

Korak 3. Naci najudaljeniji list od ¢* 1 obeleziti ga "
Apsolutni centar je na polovini 1, 1.

Ul praksi se ¢esto javlja problem nalaZenja jednog centra u kome figurifu 1 neki dodatni
parametri. Takvi modeli se mogu formulisati sa

{]T“":}E{"l-'} =m:'1-"i{_|”|d|{_1|-':-r| )+ Iﬁ|+---!-.|r:||-;_-':-'lll'j..Il'lf'r.l.u:}-l_ thr]

gde h,.,i=1,....,m mogu predstavljati (ako p.d(y.r,) tumafimo kao vreme potrebno za put od y

do r.

- vreme pripreme za put (npr. vatrogasci)
- vreme pripreme Intervencije u temenima (npr. kod hitnih sluzb: itd.).

Ukoliko je s, =0, tada se ova) model "sa dodacima"” poklapa sa modelom 1- centra.



Problem prekrivanja na stablu

Matematicki model 1ma sledeci 1zgled

(p) (min) | x|
p.o.
diX,r)=s5.,i=1....,m,
gde je X =(x,,....,x_ ) skup mogucih centara, a | x| kardinalni broj



—

Problem prekrivanja na stablu

lzabrati proizvoljan list i proveriti da li kanapi koji iz njega izlaze mogu dostici
susedno teme (ako nema nijednog kanapa u listu, luk i list se uklanjaju iz mreze).

Ako svi kanapi dostizu susedno teme, obrisati list i luk, a ostatak duzine
kanapa iz dotichog lista ¢e sada izlaziti iz susednog temena.

U suprotnom (tj. ako najkraci kanap ne dostize susedno teme) tada se
centar odreduje na kraju kanapa duz luka i svi kanapi koji mogu dostici
centar se trajno uklanjaju sa slike.

Ako su svi kanapi uklonjeni ili ako je ostalo jedno teme, kraj. U suprotnom,
preci na Korak 1.



