Kontinualni lokacijski
modeli

Jelena Pani¢ 748/15
Vidosava Antonovié¢ 819/15




O modelima

* Matematicki modeli teorije lokacije daju nam odgovore na neka od slede¢ih
pitanja : Koliko novih objekata treba otvoriti? Gde ¢e ont biti locirani? Kog
kapaciteta? Itd.

* Matematicki modeli lokacije najcéesce se dele na diskretne, kontinualne i
mrezne.




Klasifikacija lokacijskih problema I modela

Prema :
> Topografiji : kontinulani, diskretni i mreni
» Obliku funkcije cilja : Min-Sum i Min-Max

» Prema broju objekata koje treba otvoriti : endogeni — broj unapred poznat i egzageni — ovaj

broj je nepoznat 1 dobija se kao rezultat optimizacij
Takodje mogu biti : statisticki 1 dinamicki, jednokriteryymski 1 viSekriterijumski,
jednorobni 1 viserobni, stohasticki 1 deterministicki idt.




Kontinualni lokacijski modeli

* Kontinualni lokacijski modeli su modeli kod kojih se nepoznate nalaze u
kontinualnom prostoru

* Koristimo ih kada se objektt mogu locirati u ravni R2 iliu prostoru R3

* Polje promenljivih je kontinuum, odnosno dopustivi skup ima beskonacno
mnogo tacaka




Lokacija jednog objekta (Veberov model)

* Treba izabrati tacku u ravni kojom se dostize minimum 1li maksimum nekog
kriterijuma, gde je polje mogucih reSenja beskonacno

* Veberov problem se formuliSe na sledec¢i nacin : dato je m tacaka u ravni
ALA,.., A 1m skalara (tezina) koji su dodeljent svakoj tacki W, W,,....W .

Naci tacku X za koju je suma tezinskih rastojanja do datih tacaka minimalna.

®* Primer : Robna kuca




Matematicki model Veberovog problema

(min)f,(x) =Y w,-d(x.a,).

i=I

ade su

x={x,,x,) - koordinate nepoznate lokacije:

m - broj fiksnih (postojecih) lokacija il korisnika,

d(x.a,) - rastojanje i-tog korisnika do nepoznate lokacije.
n, - broj elemenata i -tog korisnika,

r, - jedinina cena prevoza i-tog korisnika.

w, = n.r, - tezinski koeficijenti pridodeljeni i-tom kornisniku,
&:=(a”;

ay’) - koordinate (lokacije) i-tog korisnika,
[, - funkcija cilja Veberovog problema.




Nacini merenja rastojanja

* Za merenje rastojanja koristimo dve metrike, to su Euklidova i
Pravougaona metrika

1. Euklidova metrika

Ako x 1 z pripadaju R" , tada je njihovo Euklidovo rastojanje dato sa

! )

d(x.2) =‘ji”- C2 g -zl Funkcija cilja sada ima oblik :

142
(min) f_(x) = Z wdlx.a)= Z 1-.',[2{.fj - :r;”]l:]
i=l j=1

i=l




* Funkcija f, (x) je konveksna 1 nije glatka (parcijalni izvodi su prekidne
funkcije)

* Prvi korak resavanja problema Euklidovom merom rastojanja jeste provera
da li je optimalna lokacija u nekoj od fiksnih tacaka, ako nije primenjuje se
neka od metoda bezuslovne minimizacije koje ne zahtevaju glatkost.

* Medjutim, funkcija f, (x) se moze transformisati u glatku funkcij
koris¢enjem hiperbolijske aproksimacije :

d% i 2= -J{_r, —z,)" +(x, —z,)* +& gde je e proizvoljan mali bro;.




* Ali u ovom slucaju dodatni problem je numericka nestabilnost — vrednost
funkcije cilja reformisanog modela moze biti veoma blizu originalnog
zadatka, dok njthova resenja tj. koordinate mogu biti znatno razlicite.

* Drugi nacin nalazenja reSenja je u numerickom resavanju sistema nelinearnih

jednacina af' " m 11.~‘_~[_1:!.—r:irj}

E ¥ =0,

a dixa;)

odakle dobijamo sledeci izraz :

s ;_11_” « W
e
Z d(x.a,)

__ =l

Z d(x,a)

=l

* Ova metoda je iterativna.




2. Pravougaona metrika

U gradskim uslovim, direktno rastojanje izmedju novih 1 postojecih tacaka
odredjeno Euklidovom metrikom, cesto je nerealno. Zbog toga se u Teorijt

lokacije koriste 1 modeli sa pravougaonom metrikom.

* U ovom slucaju rastojanje odredjujemo sa ~ 4;(x) = Yz <@l i=l...m,
i=l

tada funkcija cilja ima oblik :

fo@=w (x-a |+lx,—a" )=

i=l

I
— F " 1[‘5
= E w, lx;, —a,” |+

i=l

— .ﬂrl{lj + _fh_: {.T_:l

m .
> wlx,—al =
i=l




* Na ovaj nacin se problem svodi na dve minimizacije po jednoj promenljivoj
tj. reSavamo dva nezavisna zadatka sa po jednom promenljivom. Prvo se
resava problem za jednu koordinatu (min) f,(x,) odakle se dobija X *, a

zatim za drugu (min) f,(x,) odakle dobtjamo X,*.
* Tacka X*=(x,*,x,%*) predstavlja resenje polaznog Veberovog problema.

* Algoritam :

Ako su zadate tacke A;=(a,},a,) i tezinski koeficijenti tih tacaka W, i=1,... m
algoritam za odredivanje j-te koordinate je:

1. Sortirati kootrdinate tacaka A, i= 1, ..m u neopadajudi niz. Dalje se
predpostavlja da indeks (i) raste po sortiranom redosledu: aj' <a? < ...<

m
aj.




Moguca su dva slucaja :
[. Ako za neko k koje ptripada skupu {1,2,..m} vazi Yw,< %2 >w. < Yw, pri
¢emu za k=1 i=1 i=1 1=1

leva strana nejednakosti jednaka 0, tada je trazena j-ta koordinata x*= ak

] J

m k
L. Ako za neko k koje pripada skupu {1,2,...m} vazi "2 Y w; = Yw;, tadaje
reSenje s
visestruko, tj. trazena koordinata x* moze da ima bilo koju vrednost iz
k k+1]

intervala [a%a,

Primenjujuci ovaj algoritam za j=1, a zatim za j=2 dobijaju se obe koordinate
tacke X*




Vajsfeldov algoritam za resavanje
Veberovog problema

1. Tzracunati medjusobna rastojanja izmedju svih m tacaka :

d(AA) = (aiai) + (ag-ag) , Wi 1€ (1,..m)
2. Proveriti da li za neku tacku r koja pripada skupu {1,.m} vazi:

2 2
_ i wi(a1r—a1‘) oL wi(aﬁ—aq‘)
o= \l [Z d(A-A) ] ' [Z d(AA) ] s

i=1 i=1
I#r i#r

Ako je ovaj uslov ispunjen za neko r onda je KRA]J. ResSenje se nalazi u tacki A,

U suprotnom, i¢i na naredni korak.




Stavimo da je k=0 i odredimo pocetno resenje X° = (x,%,x,%) po formuli :

[zracunati rastojanja izmedju X5 = (x5, x,¥) i zadatih tacaka :

d(X* A) = J(x1“-a1i)2 + (Xoa)? | Vi< {1,.m}

Wiajl

Zatim racunamo po iterativnoj formuli : 2 AT

i=1

Wi
Z d(X*,A)

i=1

Ako je |x*!- x*| < e za svako j koje pripada skupu {1,2} onda je KRAJ.

k+1 =

Xi

Xk se usvaja kao “dovoljno dobro” resenje. U suprotnom, staviti k= k+1 i
i¢i na 4. korak




* Lokacija jednog objekta — prosireni modeli

* Raulsov problem

* Lokacija vise objekata

* Lokacijsko — alokacijski problem




Lokacija jednog objekta — prosirent modeli

1) Lokacijska ogranicenja
2) Nelinearna zavisnost funkcije cilja od rastojanj

3) Lokacija nezeljenih objekata

*Raulsov problem, Min-max kriterijum

* Veber — Raulsov problem




Lokacijska ogranicen;
* lokacije u kojima se ne moze graditi novi objekt

* skup dopustivih lokactja — D

* tada prosireni model ima oblik:

min fw (x) =X w;d(x,a,)
Korak 1. Naci bezuslovni minimum zadatka (1) 1 obeleziti ga sa x;
Korak 2. Proveriti da li je tacka x — dopustiva, ako jeste, kraj;

Korak 3. Uvodi se koncept vidljivost, tj. nalazi se podskup dopustivog skupa
koji je vidljiv 1z x.

Korak 4. x" je najbliza sa x, a pripada podskupu odredenom u Koraku 3 (§. x" je
najbliza dopustiva, a vidljiva iz x).




Nelinearna zavisnost funkcije cilja od rastojanja

* 1ako je funkcija od x nelinearna, u prosirenom modelu je zavisnost funkcije od
rastojanja linearna

ako je y; = d,(x), tada je funkcija cilja linearna po y:
£(y) = LiZo Wi Vi
primer: ako uvodimo u model fiksne troskove transporta

Algoritam 4.

Korak 1: resiti E(ki +w; d;(x)) (sa ili bez lokacijskih ogranicenja) Vajsfelodovom
metodom; i1

Korak 2: uporediti x sa a; 1 =1, ..., m 1 naci najmanju vrednost tj.

xd = ateatmtn o gt Saia IiE

primer: minimalno vreme dolaska hitnih sluzbi opada sa povecanjem rastojanja




Veliki kvadrat — mali kvadrat

* metoda za resavanj

> . v v 1 0 > 1A o
Korak 1: Izabrati pocetnu tacku  x,= — =10, koja pripada konveksnom omotacu (KO) 1

naéi = )

Korak 2: Podeliti konyeksni omota¢ KO (,, ..., a,) na zone (kvadrate) 1 na¢i donju granicu svake
od Zora s N o zq- [d; Z)] gde je dijametar d; (Z;) = (min)d(a;, Z;) - najkrace rastojanje
izmedu a; 1 zone z;. ™

Korak 3: Eliminisati sve zone Z za koje vazi f > f
Korak 4: ako je dijametar ne eliminisanth zona manji od proizvoljno malog broja ¢ , kraj.

Korak 5: izracunati vrednosti fu proizvoljnim tackama ne eliminisanih zona (na primer u centru) 1
onu gde je fnajmanja oznaciti sa f. Podeliti preostalu oblast na jo§ manje zone tj. preci na korak 2.




Lokacija nezeljenih objekata (anti Weber)

* udaljeno od mesta gde ljudi zive ali dovoljno blizu zbog cene transporta

* oblik funkcije cilja je: (min)fp = Z(Di[ d;(x)],x€S gdesu
S — skup dozvolienih lokacija;

X — nepoznata lokacija;

D; - opadajuca, 1 neprekidna nelinearna funkctja od rastojanja;

- trazi se dakle lokacija nezeljenog objekta, tako da ukupna "steta" f{x) u odnosu
na postojece objekte) bude minimalna




Raulsov problem, Min-Max kritertjum

za razliku od Vebera ne zapostavlja izolovane korisnike usluga
ravhomeno tretiranje naseljenih 1 nenaseljenth mesta

umesto Min-Sum, predlozen je Min-Max kriterijum po kome se minimizira
tezinsko rastojanje izmedu novog 1 postojecih objekata

(min) fr(x) = max w;d;(x)

ukoliko su tezinski koeficijenti jednaki 1: (min)fz(x) = max d;(x)




Resavanje Raulsovog problema (Elzing, Heran)

* Korak 1: Konstruisati konveksni omota¢ H, skupa tacaka A= {4; i =1, ... m}

* Korak 2: Izabrati bilo koja dva temena iz skupa A, i obeleziti th saaib.

* Korak 3: Tacke a 1 b odreduju precnik kruga. Ako sve tacke 1z A pripadaju krugu, tj.

@b ah :
HCK( > ),tada) xS

_a+b
R e

* Korak 4: ako je trougao abc pravougli ili tupougli, obeleziti temena najvece stranice sa a
1 b pa preci na Korak 2; ako je trougao ostrougli, opisati krug (centar x) oko trougla
abc; ako sve tacke g, ... ,a, pripadaju krugu (loptr), tada je  x* = x 1 kraj;

, kraj; ako nije izabrati bilo koju tacku c€A van kruga K

* Korak 5: izabrati tacku a van kruga, a sa b oznaciti tacku trougla najdalju od a. Povuci
pravu gp 1 sa c oznaciti tacku trougla sa druge strane prave od a, pa prect na Korak 3.




Veber — Raulsov problem

Dvokriterijumski zadatak gde je /' = (/. , /.)

Slededi algoritam koristi specificnosti ova dva lokacijska zadatka:

Korak 1: Resiti Veberov problem f, (x) ; obeleziti sa x' optimalno resenje;

Korak 2: Izracunati /(x') ; obeleziti sa /' dobijenu vrednost;

Korak 3: f'= f'- h, gde je h - korak, fiksni mali broj;

Korak 4: Umanjiti proporcionalno sa h u odnosu na f ' sve d.(x) i obeleziti ih sa 1,(x) , tj.
s=did=— -

Korak 5: Opisati krugove sa centrima u a, i poluprecnicima r,(K(a,r)) .

Korak 6: Ako je presek krugova prazan skup X' je Pareto optimalno resenje i kraj. U suprotnom
resiti Veberov problem sa lokac1}sk1m ogranicenjima koja su predstavljena kao presek krugova,
obeleziti dobijeno resenje sa x' pa preci na korak 2.




Lokactja vise objekata

* Cesce u praksi — odredivanje vise novih objekata istovremeno

* Kod lokacije viSe objekata pojavljuju se sledeca pitanja:

- koji je optimalni broj novih objekatar

- koji kotisnici su usluzeni od kog snabdevaca (alokacijske promenljive y;)

- koja je uloga interakcije izmedu snabdevaca (novih objekata)?

* Razlikujemo - one kod kojih postoji interakcija izmedu novih lokacija

1 one kod kojih medusobna veza ne postojt.




Lokacija vise objekata

* Min-Sum (Veberov problem lokacije vise objekata)
* Min-Max lokacijski problem sa viSe novih objekata
* Lokacija p nezeljenth objekata

* Max-min-min (p-Disprezioni problem)

* Pakovanje krugova u krug

* Max-sum-sum (p-odbrambenih problem)




Min-Sum (Veberov) problem lokacije vise objekata

$ Ovaj problem formulisao je Michle 1958:
(min) A =27 X7y wy di (%) + X755 i) 40 v 4,50 )
m - broj fiksnih (postojecih) objekata,

q - broj novih objekata,

X= (X1,Xp,0-,Xg) - Nepoznate lokacije novih objekata

Xj :(xgj), xé’)) —j=1, ..., q, koordinate nepoznatih objckata,

v 1,k =1, ..., p - mera interakcije izmedju novih objekata j i k (odnosno cena), gde je vy, = vy

w;; - cena jedinicnog transporta od korisnika i do nove lokacije j,

di(x) = d(x;,a;) - rastojanje izmedu korisnika 1 j-te nove tacke,

a; :(af), ag) ) - koordinate i-tog korisnika.




Lokacija p nezeljenih objekata

Klasa modela nezeljnih novih objekata, sa ciljem da ti novi objekti budu §to
je moguce daljt jedni od drugih

Ne figurisu postojeci objekti
Max-min-min (p-disperzioni problem)

Max-sum-sum (p-odbrambeni problem)




Max-min-min(p-disperzioni problem)

Zadatak pakovanja krugova jednakih poluprecnika u kvadrat
Max r

pr1 ogranicenjima

d(x;% ) 2r ,zasvakiij=1,..p =]

XiES




Pakovanje krugova u krug

* Reformulaciont spust

Korak 1. Konstruisati namanje dve nelinearno povezane formulacije problema;

Korak 2. Izabrati pocetno resenje Z;

Korak 3. Ponavljati sledece korake po svim definisanim formulacijama:
* (a) nadt stracionarnu tacku Z" primenom neke NP metode, cije je pocetno resenje Z;

* (b) ako je Z" bolje od Z, tada je Z= Z~; vratiti se na korak 3, tj. na prvu formulaciju;




Lokacijsko — alokacijski problem

U prakst je cesce da su w1 v nepoznate

Pojednostavljeni model
Vise izvorni Veberov problem

Obllik modela

Pri ogranicenjima »

ZYU =1 1




Lokacijsko — alokacijski problem

Alternativna heuristika Cooper

p-Median heuristika

Meta-heuristicke metode

LA model ogranicenih kapaciteta

Model sa konstantnim fiksnim troskovima (F'T)

Model lancanog snabdevanja (Supply chain management)




